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Vorbemerkung:

Dieses Skript soll hauptsédchlich dazu diesen, die Grundlagen zusammenzustellen, auf
denen die eigentliche Quantenelektrodynamik aufbaut. Der Zweck ist also in etwa der einer
‘Formelsammlung’ : Notation festlegen (einschl. der ldstigen, aber notwendigen Klirung von
Normierungsfragen) und Ergebnisse zusammenstellen.

Dabei wird vorausgesetzt, dass der Leser der elementaren Dirac-Theorie schon einmal be-
gegnet ist: die iibliche ‘Herleitung’ der Dirac-Gleichung (als Linearisierung der Klein-Gordon-
Gleichung) einschl. der Einfithrung der Clifford-Algebra (y-Matrizen) wird nicht noch einmal
behandelt .

Wir betrachten in diesem Skript ausschliellich freie Teilchen, und dabei meistens Eigen-
funktionen zum Impuls. Diese sind als “Basis” fiir die Stérungstheorie besonders zweckmafig.

*)Das hier vorliegende Skript ist eine inhaltlich unverénderte Neuausgabe des entsprechenden Skripts der
Vorlesung vom WS 99/00.

'Diese Themen sind ausfithrlich im Skript “Pauli- und Dirac-Gleichung” (Quantenmechanik, WS 95/96)
dargestellt (unter http://www.itp.uni-bremen/ noack/pauli.ps im Internet verfiigbar).

[Vers. 3.3/ cen 24. April 2005 ]



Notation:

Einheiten: h=c=1

Vierervektoren werden mit griechichem Index oder ganz ohne Index notiert, dreidimen-
sionale Vektoren mit Vektorpfeil iiber dem Buchstaben, z.B.

vi=at=(t,7) ,  p:=p"=(po,p)

Der Ubersichtlichkeit halber benutzen wir fiir den Impuls den Buchstaben p, fiir die
Variable in Fouriertransformationen von der Orts- in die Impulsdartsellung den Buch-
staben k , obwohl physikalisch kein Unterschied besteht.

FE = —Hpo’
: : . : 0
Signatur der Minkowski-Metrik n** : (+1,—1,—1,—1) ; d, = Ey
x
“Feynman-dagger”: b= by = bty fiir jeden Vierervektor b

Operatoren (im Hilbertraum der Wellenfunktionen): Fettbuchstaben;
X ist der zu X adjungierte Operator

Antisymmetrischer Tensor (“Levi-Civita-Symbol”) im R3:
€ijk = —€ikj = —€jik , €123 = +1
Antisymmetrischer Tensor (“Levi-Civita-Symbol”) im Minkowski-Raum:

€uvpo — —Cypupoc = —€upvo — “€uvop 5,  €0123 = +1 [ACHTUNG €1230 — _1]
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A Normierung relativistischer Wellenfunktionen

Die Bewegung freier Teilchen wird auch im relativistischen Bereich durch ebene Wellen be-
schrieben. Eigenfunktionen zum Ort bzw. Impuls sind auch hier keine Hilbertraumvektoren
im strengen (normierbaren) Sinne; wéhrend aber nichtrelativistisch das Rechnen mit “auf die
d-Funktion normierten” Wellenfunktionen weiter keine Schwierigkeiten macht, ergeben sich
relativistisch aus der Forderung nach Poincaré-Kovarianz Besonderheiten, die eine sorgfiltige
Behandlung erfordern.

A 1 Nichtrelativistischer Fall

Hier ist die Notation in der Literatur — (fast) vollig einheitlich — wie folgt:

Hilbertraum (abstrakt) Ortsdarstellung Impulsdarstellung
| Skalarprodukt | :
(1) J &7 () () J &k (k) (k)

Fouriertransformation | :

6(7) = d(k) =
\/2173 fd?’E e—f—iEF . &(E) \/2173 fd?’?? e—iEF G

Eigenzustinde zum Impuls p’ (“ebene Wellen”

p) (FI7) = o ™P7 (k1) = 0*(k = 7)
e Orthogonalitét : (p'p)y = 83(p —p)
e Vollstéindigkeit : [ & |p)p| =1

Tabelle 1: Normierung in der nicht-relativistischen Quantenmechanik

Im Schrodingerbild ist die zeitliche Entwicklung eines Zustands |¢) gegeben durch

|p)e = e~ H(t—t0) D)o

fiir einen Eigenzustand zum Impuls [mit Eigenwert p'] in Ortsdarstellung also

(FIp) = e M F|p)o = e g €T = i eTHET)
u us

mit F = % . Man beachte, dass F keine unabhéngige Grofe ist, sondern durch p' vollsténdig
bestimmt. Deshalb ist der Ubergang zur Impulsdarstellung auch fiir die zeitabhingige Funk-
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tion ¢z (t,7) := ('|p’): nach wie vor ein dreidimensionales Fourierintegral:

b5 (t,7) = —= / &k T o5t k) = / kT e G0, k)

_ 1 /d3E kT BB () = \/21_ﬂse—i(Et—ﬁF)

A 2 Relativistische Wellenfunktionen, invariante Integration

Wir behandeln zunichst nur den raum-zeitlichen Anteil der Zustandsfunktion?, in Ortsdar-
)
stellung. Statt £ = Z— haben wir jetzt

p2EpHpMEE2—ﬁ2:m2 (>0) und po >0

Die zweite Bedingung, pg = E > 0, ergibt sich aus der Forderung nach physikalischer Inter-
pretierbarkeit. Beide Beziehungen sind Poincaré-invariant.

> Ubung: Warum ist py > 0 Poincaré-invariant?

Obwohl physikalisch gesehen der Ubergang zur Impulsdarstellung nach wie vor durch
eine dreidimensionale Fouriertransformation gegeben ist, wiirden wir jetzt — um zu einer
invarianten Formulierung zu kommen, gerne so etwas wie

? N

N d*k e ¢(k)
T

¢(z)

schreiben. Das geht, wenn wir die iiberzdhlige Integration durch geeignete 6- und Stufenfunk-
tionen® ‘kompensieren’ :

o(x) = %3 ISR — m?) T (ko) e (k)

Die 0-Funktion stellt die “Massenschalen-Bedingung” sicher, die _C-Funktion das richtige
Vorzeichen der Energie, und N ist eine im Prinzip noch frei verfiighare Normierungskonstante

fiir die Fouriertransformierte ¢(k) .

Die Integration iiber kg kann man ausfiihren, nachdem die d-Funktion entsprechend um-
geformt ist:

S(k2 — m?) L (ko) = 0(ko? — K- — m?) L (ko)

=5 ({k0++\/1€2+m2} {ko _ E2+m2}> T (ko)

1 -2 1 -2
= — '(5<k0_+vk +m2>:%'(5(k0_+\/k —|—m2>
k0++\/k + m?

2Das heifit: wir sehen ab von irgendwelchen ‘inneren Freiheitsgraden’ des Teilchens. Physikalisch bedeutet
das: wir betrachten den Fall eines skalaren, ungeladenen Teilchens (Boson mit Spin 0).

Welche Anderungen sich fiir Teilchen mit Ladung und Spin ergeben, wird an anderer Stelle behandelt. Da8
wir hier auch m > 0 voraussetzen, hat eher technische Griinde; aber man bedenke: wenn das Teilchen keine
anderen Eigenschaften aufler Masse hat, und die ist auch noch null — was bleibt dann an Physik {ibrig 7!

3 C(x) := ’c;‘rg‘j‘, (z reell) [ “Stufenfunktion” | . Oft wird sie statt mit _C (z) mit ©(x) bezeichnet
(“Heaviside-Funktion”).
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> Ubung: Nachrechnen! Man iiberlege sich insbesondere, wo L (ko) geblieben ist.

Es ergibt sich damit also fiir die Fouriertransformation von der Orts- zur Impulsdarstel-
lung:

dgE —tkx 7 .
ow) = | Gre o) s

hierbei ist im Integranden fiir ko iiberall v/ k2 +m2 zu setzen?, so dass auch die Fourier-
transformierte ¢(k) nur von k (und nicht unabhiingig davon auch noch von kq) abhéngt.

Man nennt ‘fTI; das “invariante Volumenelement (im Impulsraum) auf der Massenschale”;
tatséchlich haben wir ja gesehen, dass diese dreidimensionale Integration Poincaré-invariant
ist. Man beachte weiter, dass der Integrand als Zeitabhéingigkeit den Faktor

Y o m2t

e—zkot — et

enthilt; fiir ein freies Teilchen mit dem Impuls p | ~5(l<:) x §3(k — §)] erhilt man so die
richtige (Schrodinger-)Zeitabhéngigkeit fiir ¢(x) :

o5 (x) = e tH1 ¢ (0,7) mit H= _/p2+m?

Fiir die Riicktransformation (vom Impuls- in den Ortsraum) hat man

<o 2k
o0 =N

&PF eF p(z) (1)

/-2
hier ist wieder iiberall fiir ko der Ausdruck ,\/k~ + m? eingesetzt zu denken.

Der Integrand in GL () ist, solange ¢(z) ein Teilchen der Masse m (> 0) mit positiver
Energie beschreibt, tatsichlich nicht von zo abhdngig [ die Abhéngigkeiten von e und ¢(z)
kompensieren sich |, und ¢ (k) ist also zeitunabhdingig, wie das — nach oben — sein soll.

A 3 Invariantes Skalarprodukt

Wir betrachten nun das Hilbertraum-Skalarprodukt zweier Wellenfunktionen®, und zwar zu-
néchst in der Impulsdarstellung. Wollen wir wieder ein Poincaré-invariantes Skalarprodukt
haben, so miissen wir offenbar definieren [vgl. Abschnitt [A~2]

3_‘ ~ ~
(1o)== M /+ %w*uﬂ)w) ;

hierbei ist M eine weitere frei verfiigbare Normierungskonstante. Das so definierte Skalarpro-
dukt ist

e positiv-definit,

e zeitunabhéngig,

“Das 4 am Integralzeichen soll an diese Vereinbarung erinnern.
SMan beachte, dass das nur einen Sinn ergibt, wenn beide Wellenfunktionen den gleichen Teilchentyp
beschreiben! Insbesondere miissen also beide Wellenfunktionen zur gleichen Masse m gehoren!
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so dass es fiir die physikalische Interpretation brauchbar ist.

Was erhélt man hieraus in der Ortsdarstellung?

o= [ 2L sy

— d3k. 1 (2k0)2 3 = zka} ') gk
_MA%W(%)B/CZ [ (@) ()

M . o
/ d*k (2ko) e* =)
+

=5 [ [ @@ - g

Das Integral iiber d3k ist fast schon eine 0-Funktion; den noch storenden Faktor (2ky) kann
man durch “umschaufeln” beseitigen:

(Qko) e’ik‘(ﬂ?—z’) = —4 (6— _ 0 > eik(ﬂ?—m,) ’

61‘0 61‘/0
und
(d0e™) - 6(w) = do { ™ o) } - €™ do(x)

Der erste Term tréigt nichts bei, weil e’** ¢(x) nicht von x¢ abhingt (! — vgl. SH). Entspre-
chendes gilt fiir den konjugiert-komplexen Term e~**% 1)*(x); also hat man

(2ko) M) g (2)plz) = i M) {4 (@) (dod()) — (doy™ (o)) pla) }

Setzt man das ein, so kann man das Integral iiber d3k auswerten und erhélt so insgesamt

Wl6) = g [ @7 @) idoola)

f\‘é [ {0 @) do o)~ Gdow* @)ot@))

> Ubung: Nachrechnen!

Dieses Skalarprodukt in der Ortsdarstellung wird auch “Klein-Gordon-Metrik” genannt.

Die eingangs erwihnten ebenen Wellen, fiir deren Ortsdarstellung wir wie iiblich (z|p’)
schreiben konnen, sind in Bezug auf dieses Skalarprodukt orthogonal. Weil sie aber ‘uneigent-
liche’ Elemente des Hilbertraums sind, d.h. nicht normierbar, kommt bei ihrer “Normierung
auf die d-Funktion” eine dritte willkiirliche Normierungskonstante K ins Spiel, die von N
und M unabhéngig gewahlt werden kann:

K
2V 27T3

Mit diesen Festlegungen erhilt man dann schlieflich die in der Tabelle [ angegebenen Aus-
driicke fiir die Orthogonalitéits- und Vollsténdigkeitsrelationen der ebenen Wellen.

efikx

(z[p) =

> Ubung: Nachrechnen!
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Die Normierungskonstanten K, N und M sind grundsétzlich willkiirlich und kénnen
deshalb frei gewéhlt werden — wovon in der Literatur reichlich Gebrauch gemacht wird.
Allerdings ist dabei darauf zu achten, dass die manifeste Kovarianz aller Ausdriicke nur dann
gewahrt bleibt, wenn K, N und M wirklich Konstanten sind. Wiirde man z.B. K := \/T und
gleichzeitig N := M := 1 setzen, so miifite in der Vollstéandigkeitsrelation fiir ebene Wellen
die Konstante K natiirlich in das Integral hineingezogen werden — mit der Folge, dass die
Integration nicht mehr einfach als eine “Summe mit dem invarianten Volumenelement d 4P

iiber die Projektionen [p’)(p| gelesen werden kann.

Leider ist die genannte Normierung [ K := ﬁ, N := M := 1] weit verbreitet und in der
Mehrzahl der Lehrbiicher der relativistischen Quantenmechanik [darunter Ryder, Bjorken-
Drell, Schweber| zu finden. Offenbar wegen der geschilderten Schwierigkeiten mit der Ko-
varianz wechseln aber die Autoren auch hiufig mitten im Text (und meist inkonsistent) die
Normierung, ohne darauf hinzuweisen — also: Vorsicht !!

Die “rationale” Wahl der Normierung wére die, die fiir ¥ — 0, also pg — m, in die in der
nichtrelativistischen Quantenmechanik allein iibliche iibergeht, also K :=1, N := M := 2m.
Fiir praktische Rechnungen am bequemsten ist vielleicht K := N := M := 1 .Wir werden im
weiteren immer diese letztere Normierung benutzen.

A 4 Zusammenfassung

Wie zu Beginn von Abschnitt bereits erwidhnt, gelten die hier zusammengestellten For-
meln zunéchst nur fiir skalare, ungeladene Teilchen.

Hilbertraum (abstrakt) Ortsdarstellung Impulsdarstellung
| Skalarprodukt| :
(Wle) N [ A () ido o) M [, G (R) (k)

Fouriertransformation | :

P(x) = (k
% f+ %efikx . (%(k‘) 2k = fd37“ eJrzkx ¢( )

\_/

ﬁ

Eigenzustdnde zum Impuls g (“ebene Wellen”

») (al) = g e (k) = § (2p0) 8*(E )
e Orthogonalitiit : p'lp)y =M (%)2 (2po) 83 (5 — p”)
e Vollsténdigkeit : % f+ % P)(p| =1

Tabelle 2: Normierung in der relativistischen Quantenmechanik
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B Dirac-Gleichung, Spinoren-Gymnastik

B 1 Grundlagen; Notation

Die Dirac-Gleichung lautet in der Ortsdarstellung;:

(i —m)P(x) =0

Die y-Matrizen (“Dirac-Matrizen”) haben — darstellungsunabhingig — die Eigenschaften 6

P Ayt =om L ()T =00

In einer irreduziblen Darstellung sind sie 4x4-Matrizen und durch obige Algebra bis auf eine
Ahnlichkeitstransformation eindeutig festgelegt.

Zusétzlich definiert man als Abkiirzung die “pseudoskalare” y-Matrix

5 = i7"y

In einer gebréuchlichen Darstellung [ nicht die einzig iibliche! | sind die y-Matrizen gegeben

durch
o [ 1 0 k_ 0 o (01
7= o g ) V= o) =l

[jeder Eintrag ist eine 2x2-Matrix |, mit der iiblichen Darstellung der Pauli-Matrizen & :

ol 0 1 ’ 52 0 —i ’ 53— 1 0
10 i 0 0 -1
Es empfiehlt sich aber, so weit wie moglich darstellungsunabhéngig zu rechnen. Besonders

niitzlich sind dabei die Projektionsoperatoren

_1lxv

Py :
+ 2

[~ =Py~ P ] ©)
Man rechnet leicht nach, dass das in der Tat Projektionen sind:
(PL)?=Ps , (P)'=P. , P..-P.=P -P,=0, P, +P =1
Py projiziert auf die “oberen” bzw. “unteren” Komponenten. Es gilt
P’ =4P, = +P, Pi} = +by+ PP+ fiir jeden Vierervektor b*

> Ubung: Nachrechnen!

®Die y-Matrizen (und alle mit ihnen gebildeten GréBen) sind Operatoren im Raum der Spinoren. Um den
Unterschied zu Operatoren im Hilbertraum der Wellenfunktionen deutlicher zu machen, schreiben wir sie nicht
mit Fettbuchstaben.
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Um Lésungen der Dirac-Gleichung zu diskutieren, betrachten wir (in der Ortsdarstellung)
Figenfunktionen zum Operator des Viererimpulses p* = id!:

. ! 1 —i —
id vy () = - ¥p (2) ’\»wﬁ(x):ﬁe P (p)
w(p') ist ein “Spinor”; seine Normierung wird unten diskutiert.

> Ubung: Wie sieht der durch Yy (x) beschriebene Zustand in der Impulsdarstellung aus?

Wegen (p+m)(p—m) = (p—m)(Pp+m) = p> —m? gibt es Losungen nur fiir p> = m?2, also
nur fiir pg = ++/p 2 + m?2 — der Spinor w hiingt also nur vom Dreiervektor p des Impulses
und vom Vorzeichen von py ab. Losungen mit positivem/negativem py bezeichnet man als
Losungen mit “positiver /negativer Frequenz”.

Bei dieser Sprachregelung kommt es natiirlich auf das Vorzeichen im Expo-
nenten der Welle e =% an! Anders gesagt: die Wellen e *FEt—0"7) gind Losungen
zu positiver /negativer Frequenz, wenn E = |po| = /P 2 + m? bedeutet.

“Negative Frequenz” heifit also nichts anders, als dass die Phasengeschwindig-
keit dieser Wellen die zum Impuls entgegengesetzte Richtung hat.

Diese Terminologie macht den physikalischen Sachverhalt deutlicher als die
Sprechweise von “negativer Energie”, die ja begrifflich problematisch ist (vgl.
hierzu die Bemerkungen am Ende dieses Abschnitts).

Wie wir im Abschn[Al gesehen haben, wiire es aus Griinden der “invarianten Integration”
aber zweckméBiger, das Vorzeichen von pg ein fiir alle Mal als positiv festzulegen. Will man
gleichzeitig die Phase (£ Et—p'-7") weiterhin in der Lorentz-invarianten Form px = (pot—p'-7)
schreiben, so mufl man fiir die Wellen negativer Frequenz offenbar einfach Eigenfunktionen
des Impulsoperators p zu (—p) statt zu (+p') betrachten”. Die zugehorigen Wellenfunktionen
haben dann die Form

e~ ((=Et)=(=p)T) _ o—i(—po)t+p7) _ +ipz
Wir legen deshalb nun die Notation so fest, dass die betrachteten Losungen der Dirac-

Gleichung fiir positive bzw. negative Frequenzen gleichzeitig Eigenfunktionen des Impulsope-
rators mit Eigenwert (+5) bzw. (—p) sein sollen [pg > 0 in beiden Fillen] ®:

. !
id" (@) = +p -y ()

~ @ = e @) e emeP@) =0 ()
id" (@) = —pt ) ()
~ @ = et @) e (peme @) =0 . (3h)

"Das ist selbstverstéindlich keine Einschréinkung der Allgemeinheit, sondern lediglich eine Definitionssache
— wir betrachten ja in jedem Fall alle mogliche Werte von 5.

8Die meisten Autoren benutzen diese Notation, weil dann die Orthogonalitits- und Vollstandigkeitsrela-
tionen der Spinoren (vgl. unten) sehr viel iibersichtlicher werden.

Der Nachteil ist, dass die Notation physikalisch nicht mehr so transparent ist: die Spinoren w™) (P) gehoren
zu “negativen Frequenzen”, obwohl per Definition pg > 0 ist, und zum Impuls (—p), obwohl ihr Argument
als (+p) geschrieben wird.
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In dieser Notation hat also eine Losung negativer Frequenz mit dem Impuls (+p') die Form
ﬁewotﬂpT w) (=) .
Mit Benutzung der in GL(£]) definierten Projektionsoperatoren Py lauten die Dirac--

Gleichungen fiir die Spinoren w®) (5 ) also:

@ F m)w™ (@) = {(po Fm)Ps — (po £ m)P- = 77} w ) (7) =0

Wie man im Folgenden sehen kann, kommt die Kombination v~ weitaus hiufiger vor
als ! allein. Es ist dafiir deshalb eine Abkiirzung ganz allgemein gebréuchlich:

=i [ gesprochen “Psi quer” ]

Sie ist auch bei den im nichsten Abschnitt eingefithrten Spinoren w(*) (5’) gemeint.

B 2 Spinorenbasis

Bevor wir im Raum S der Spinoren (also einem 4-dimensionalen Vektorraum) eine Basis
konstruieren koénnen, mufl zunéchst ein geeignetes Skalarprodukt in diesem Raum definiert
sein. Wie von der Diskussion der Lorentz-Invarianz der Dirac-Gleichung bekannt, ist dafiir
der Ausdruck 1)1 - 15 zu nehmen?, wobei 1) := ¥* 4o [ heifit der “zu 1) adjungierte Spinor” |.

Wir kénnten nun einfach 4 beliebige linear unabhéngige Vektoren in & als Basissystem
wéhlen, z.B. (in der im Absch[BTl genannten Darstellung der y-Matrizen) einfach die Vek-
toren

w1 = w9 = w3 = Wy = (4)

o o o =
o O = O
S = O O
_ o O O

ZweckméBiger ist es aber (wie immer in der Quantenmechanik), als Basis ein System
von Eigenvektoren geeigneter (selbstadjungierter, vertauschbarer) Operatoren (im Raum der
Spinoren!) zu wihlen. Besonders eignen sich dazu immer die Projektionsoperatoren auf phy-
sikalisch definierte Teilrdume.

Aus diesen Bemerkungen wird deutlich, warum die Spinoren'©
+
w®) (p) = w w [w ein beliebiger Spinor | (5)
m

dabei besonders geeignet sind. Denn die w®) sind, wie man sofort sieht, Lésungen der Dirac-
Gleichung, und zwar fir alle w :
+p+m p? —m?

(= m)w () = (e —m) L = L 0

wH)(F) ist Losung zu positiver, w(~) () zu negativer Frequenz.

9 % ist ein Zeilenvektor, ¢z ein Spaltenvektor; ¢ - 12 bedeutet also wie bei Vektoren komponentenweise
Multiplikation und Addition.

Man beachte weiter, dass diese Skalarprodukt-Definition eine (vielleicht unerwartete) Folge hat: ein Operator
A ist im Sinne dieses Skalarprodukts selbstadjungiert, wenn A" = oA~ gilt (nachrechnen!).
tp+m

P
2m  jpl=0

Der Faktor ﬁ dient nur der Normierung;:



B 2 Spinorenbasis 9

Man rechnet leicht nach, dass die hierbei auftretenden Operatoren

Ay = LZZ; +m
2m
tatséichlich Projektionsoperatoren sind:
AT =vAsLy (A)?=Ay ,  Ap-A_=A_-A; =0, A +A_=1

Die A4 sind also die Verallgemeinerungen der Projektionsoperatoren Py ; sie projizieren
jeweils auf den Unterraum der Zustédnde mit positiver bzw. negativer Frequenz — im Ruhe-
system des Teilchens sind das die “oberen” bzw. “unteren” Komponenten.

> Ubung: Man mache sich die letzte Aussgage explizit klar.

In jedem der beiden (2-dimensionalen) Unterrdume kénnen wir jetzt eine beliebige Basis
wihlen'! — weder die Projektionsoperatoren A+ noch die Dirac-Gleichung selbst unterschei-
den zwischen diesen. Es liegt also eine 2-fache Entartung vor [Pauli-Prinzip!].

Aus der Konstruktion der Spinoren w®) () [s. GL(H)] ist ersichtlich, dass sie zu einer

festen Energie, d.h. zu einem festen Wert von py gehoren. Das wird noch deutlicher, wenn
man die Dirac-Gleichung [fiir Spinoren mit positiver Frequenz | nach py auflost:

pow’ =40 (—’y’“pk + m) wt

Definiert man also einen “Hamilton-Operator” durch!? Py := ~° (—i'yk -dy + m) , S0 sieht
man, dass die in GL(B]) definierten Spinoren der Eigenwertgleichung

Py (1) = Po s 507w () = i 70 dpo F 4+ m) ™) ()
= Ly T (o) w® (7) = B 92 (2)

geniigen.
> Ubung: Nachrechnen!

Dieser Sachverhalt ist der Grund, warum Dirac von “negativen Energien” statt nur von
“negativen Frequenzen” gesprochen hat. Gleichzeitig wird hieran deutlich, dass der so defi-
nierte “Hamilton-Operator” nicht positiv-definit ist, also den Anforderungen nicht geniigt,
die man in der Quantenmechanik an den Hamilton-Operator zu stellen hat !

'Die Wahl in G1.(@) entspricht der Klassifikation der Zustéinde nach Eigenzustinden des Spin (genau: der
Komponente o3 des Spin-Operators ¢, im Ruhesystem.

12Hier ist wegen unserer Notationsvereinbarungen Vorsicht geboten: der zu definierende Hamilton-Operator
soll eine Funktion des Impulsoperators sein — deshalb darf der Vorzeichenwechsel in p’, den wir fiir die
Spinoren mit negativer Frequenz vereinbart hatten, hier nicht gemacht werden; sonst wiirde der Operator ja
vom Zustand abhingig, auf den er wirken soll. Beachte auBerdem grad = dj, = —d* .
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B 3 Helizitat

Die Festlegung auf ein raumfestes Koordinatensystem, wie sie durch die Benutzung der Basis
(@), also von Spin-Eigenzustéinden im Ruhesystem, impliziert wird, ist sehr willkiirlich. Es ist
viel natiirlicher, zur Aufhebung der Entartung zwar nach Eigenwerten des Spin zu klassifi-
zieren, als “Quantisierungsachse” aber eine Raumrichtung zu wéhlen, die durch das System
selber vorgegeben ist: die Richtung des rdumlichen Impulses p’. Weist der Spin [genau: die
z-Komponente des Spinvektors] in die Richtung von ', so entspricht das anschaulich einer
Rechtsschraube; man spricht von einem Zustand mit “positiver Helizitdt” 13 oder “Helizitit
= 417, bei umgekehrtem Spin ist die Helizitdt = —1. Das ist besonders fiir die Betrachtung
polarisierter Teilchen eine niitzliche Beschreibung.

Der Begriftf Helizitdt wird prézisiert, indem man einen Operator der Helizitdt einfiihrt;
das ist einfach die 2x2-Matrix

7] 7|

Y ist ein Hermite-scher Operator mit -3 = 1, hat also die Eigenwerte +1 und —1 . Fiir
die Zweier-Eigenvektoren (4(p) von X, die also der Eigenwertgleichung

YG((p)=s-GE) , s==l1

geniigen, findet man durch explizite Diagonalisierung

.(7) 1 1+ sng 1 s(n1+ing) [ s(ny —ing)

p) = —— . =

° 2(1+ sn3) \ s(ni +ing) V2(1+sn3) 1—sn3 1—sng

Diese Zweierspinoren sind auf 1 normiert und [im zweidimensionalen Raum der oberen bzw.
unteren Komponenten | vollsténdig:

Cs*(ﬁ)Cs’(ﬁ) = Oy Z Cs(ﬁ)®€s*(ﬁ) =1 p (6)

s==+1

D> Ubung: Alles nachrechnen! Was ist, wenn die z-Achse des Koordinatensystems in Rich-
tung des Impulses bzw. in die entgegengesetzte Richtung weist ?

Konstruiert man hieraus, ganz analog wie in Gl.(#l), wieder Viererspinoren, so hat man
eine physikalisch definierte Basis im Spinorenraum [Die Ny 4(p') sind noch festzulegende
Normierungskonstanten |:

Wi (F) = Ny o(7) - (+5 +m) wl) (7) Wi (F) = N_(7) - (—p +m) i) (7)

)z . [ SP) WO =[O0
W (p)-—< 0 ) 0.6 () = < @(ﬁ)) - (7)

Hierbei gilt natiirlich [in direkter Erweiterung von Gl.(@) ] :

mit

£)* +), o +), . )k,
ws) (7)) - wi)(F) = bey 3wl @) 0wl (7) =Py
s==41

3helix (griech.) heiBt die “Schraube”. Die Helizitit ist also der ‘Schraubensinn’.
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Offensichtlich bringt es keinen praktischen Vorteil, die — an sich willkiirlichen und von
verschiedenen Autoren verschieden gewéhlten — Normierungskonstanten Ny ¢(p) fiir positive
und negative Frequenzen fiir die beiden Helizitdten oder fiir verschiedene Richtungen von p’
unterschiedlich zu wéhlen. Tut man das nicht, kann N — aufler von der festen Masse — nur
noch von E = py = ,\/P 2 + m? abhéingen. Wir setzen deshalb jetzt fest (diese Konvention
ist universell iiblich):

N—l—,s(ﬁ) = N—,s(ﬁ) =: N(E) >0,

stellen aber eine Festlegung von N (E) bis zur Diskussion der Orthogonalitéts- und Vollstéin-
digkeitsrelationen (vgl. AbschnlB4) zuriick.

Die ganze Konstruktion hat natiirlich nur Sinn fiir Teilchen mit nicht-verschwindendem
Impuls p — fiir |p'| = 0 ist ja keine Raumrichtung ausgezeichnet. Im Ruhesystem miissen
wir uns also nach wie vor eine raumfeste Achse festgelegt denken.

> Ubung: Man zeige, dass die durch G1.(@) definierten Spinoren tatsichlich Eigenvektoren

X 0
zum Helizitatsoperator ( 0 ) sind (“Helizitéts-Zustéande” ).

B 4 Orthogonalitits- und Vollstindigkeitsrelationen

Wie wir gesehen haben, sind die in Gl.([d) definierten Spinoren fiir vorgegebenen Impuls p’
Figenzustinde zu den (vertauschbaren) Hermite-schen Operatoren

Py (Energie) mit den Eigenwerten +FE und
Y (Helizitét) mit den Eigenwerten +1

Diese 4 Zustinde sind deshalb orthogonal '*; weil der Hilbertraum der Spinoren gerade 4-di-
mensional ist, sind sie also auch vollstindig: sie bilden eine Basis.

Schon der Normierung wegen rechnen wir aber die Orthogonalitéts- und Vollsténdigkeit-
srelationen noch einmal explizit aus.

1. Orthogonalitit

(i)(

Ws ﬁ) : =)

Wi () = N2l " (2 +m)t 50 (29 +m) )
:N%%?(P+—PJ-%Mi¢+mM%?
=+ N2.2m- w ¥ (49 +m), w(()j;)
T b (4 m) PLufy)
= £ N2-2m-w§) " (+po £ PP+ + m) Pawl)

0,s’
= +£N?.2m (E +m) sy

> Ubung: Nachrechnen!

“Man beachte, dass die zugehérigen Zustéinde in der Ortsdarstellung, d.h. die w(ij;) (z) in GI@), Ei-

genzustdnde des Impulsoperators zu (£p) sind, nicht dagegen die Spinoren w( ). Die Skalarprodukte

1/11?(17) . w(jpz, (z) verschwinden wegen der Orthogonalitét der in ihnen enthaltenen ebenen Wellen fiir al-

le 4 Vorzeichenkombinationen, falls p_*’ # p . Das bedeutet: es gibt keine Orthogonalititsrelationenen der
wgi)(ﬁ) fiir verschiedene p !
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Jetzt legt man natiirlich die Normierungskonstante N in GL () fest zu

1

N =, ————
2m(E 4+ m)

und erhélt so endgiiltig

w () w0 () = +6.0 | 8)

Fiir die “gemischten” Skalarprodukte w®).w() erhilt man mit analoger Rechnung (noch
einfacher)

wi () - w P () =0

1]
m

> Ubung: Was ist w!® () -w(f)(—ﬁ)? Antwort: — s

s

(1 = dssr).

Fiir das folgende niitzlich sind noch die Matrixelemente von 9. Man findet mit analogen
Rechnungen wie oben

- S x> . E
W () - 0wy () = Wl (P (5) = 2B(E +m) - N? b = — 8w

man sieht hier deutlich, dass w* w kein Lorentz-Skalar ist, sondern vielmehr die nullte Kom-
ponente eines Vierervektors (ndmlich der Vierergeschwindigkeit u*); im Gegensatz dazu ist
ww = dg¢ wirklich ein Lorentz-Skalar (was ja schon am Anfang des Abschnitts erw#hnt
wurde).

Die Matrixelemente von g zwischen Spinoren mit positiver und negativer Frequenz ver-
schwinden wieder:

wi (7) - 70w (7) = w3 () = 0

S/

2. Vollstandigkeit

Wir berechnen auch hier wieder die Beitrédge der positiven und der negativen Frequenzen zur
Vollstandigkeitsrelation getrennt. Wir haben

3w @) ©wP (5) =3 N (4 m)wf (5) @ wlE (@) (25 +m)i o

= N2 (£ + m) P (£ +m)
= N2. (£ +m) (£P<) (£ +m)
=+ N?. (£ +m) (+po £ pP+ + mPy)
=+ N%. (£p +m) (E +mP+ +mPy)
=+ N?. (B +m)(xp +m)

tp+m

2m
=:+A

==

oder
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Ai—:l:Z’w ®’w§ )( )

Ty

An den hier ausfiihrlich behandelten Orthogonalitéits- und Vollstdndigkeitsrelationen sieht
man deutlich, dass die Dirac-Gleichung zugleich positive und negative Frequenzen enthiilt,
und dass auch die Richtung der rdumlichen Ausbreitung der Anteile mit negativer Fre-
quenz dem Impuls entgegengesetzt ist — die ist eine der Grundlagen fiir die Antiteilchen-
Interpretation der negativen Frequenzanteile !

B 5 Wellenpakete

Wir betrachten nun die allgemeine Losung W(z) der Dirac-Gleichung in der Ortsdarstellung.
Nach dem obigen konnen wir sie in folgender Weise nach ebenen Wellen entwickeln:

zkr —ikot A1\ .. (F) (L +ikot .— (2N .. (Z)(_T
- L / Ty ¢ B W) et ) R )

Das +-Zeichen am Integral soll daran erinnern, dass im Integranden kg immer positiv zu
nehmen ist. Zu den Vorzeichen beachte man:

k7

1. obige Entwicklung nach e*" ist eine Entwicklung nach Eigenfunktionen des Impuls-

(=)

operators; wegen der Notationsvereinbarungen in GL (B]) mufl daher im Spinor ws ’ das
Argument (—k ) heifen,

2. im Gegensatz dazu sind die Vorzeichen von s und k in ¢ (k) willkiirlich; wir hiitten
diese Entwicklungskoeffizienten genausogut cg(—E ) oder — im Einklang mit der Nota-
tion im Skript [“Feldquantisierung”| — d*(k )* (oder sonstwie) nennen kénnen. Wie sich
herausstellt, ist die Notation fiir die Zwecke dieses Abschnitts so am bequemsten.

Kann man ein Wellenpaket konstruieren, das fiir alle Zeiten nur positive Frequenzen
enthilt? Dazu ist zu untersuchen, welche Bedingungen an die Entwicklungskoeffizienten c(k )
diese Forderung zur Folge hat.

Die raumliche Fourier-Transformation von ¥(x) — zur festen Zeit ¢ — ergibt

T [ e = S @l @) + e el 6}

Mit den Orthogonalitéitsrelationen (B) fiir die Spinoren w(p’) (und dem Ergebnis der dort
— SITA - gestellten Ubungsaufgabe) erhilt man weiter

2po 3 i () o
Ay = &> e T ws (p) - U(x)
\/27‘(3

_Z{ —ipot + (+)(ﬁ) (+)( 7) + etipot o= () (+)(ﬁ) (—)(_ﬁ)}
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bzw.
2po / 3= —ig7, (5)(_ =
A= —— [ &’Fe T w /) (—p) - ¥(x)
\/27r3
_ Z{ w0t b () w') (=) - wD (7) + et e, () w') (<5) - w&’(—ﬁ)}
m

Lost man die Gln.(®),([Id) nach den beiden Entwicklungskoeffizienten ¢(p’) auf, so erhélt
man schlieflich 5

> Ubung: Nachrechnen!

Sei nun ¥(z) zur Zeit ¢t = 0 ein normiertes Wellenpaket, z.B. ein Gaufi-Paket:
U(t = 0,7) = (2md?) 3/ 772y

mit irgendeinem (festen) Spinor w . Dann folgt fiir die Entwicklunskoeffizienten zur Zeit
t=0:

+o m~ 2pg 2\—3/4 3 ot T = s Lz Pl @ =
E(p) = +— (2md?) /d 22 x (wl) (#9) - w s wil) (75) - w
E2 \/%3 + m T
. L

w7 (WD) v 25 WD) )

Wenn das Wellenpaket W(z) fiir alle Zeiten nur positive Frequenzen enthalten soll, so
muf} ¢; (p') fir alle p und s verschwinden, woraus folgt

7]
m
Das ist (wegen der Vollsténdigkeit der wgi) ) nur dann moglich, wenn w identisch verschwin-
det.

Es ist klar, dass fiir diese Uberlegung die spezielle Form (GauB-Paket) ohne Bedeutung ist;
wir haben also das allgemeine Resultat, dass jedes normierbare Dirac- Wellenpaket zugleich
positive und negative Frequenzen enthélt, auch wenn es zu irgendeinem Anfangszeitpunkt
nur aus Wellen des einen Vorzeichens der Frequenz bestanden hat.

(

W) (p) - w = sl

w+5 (+p)w \V/ﬁ,S

Es ist instruktiv, dies im Einzelnen zu verfolgen. Nehmen wir also an, dass ¥ fiir t = 0
nur positive Frequenzen enthélt:
U
w =
0

'5Man sieht schon hier, dass eine Trennung in positive und negative Frequenzen offenbar Schwierigkeiten
macht: wegen des zweiten (zu |p| proportionalen) Terms kompensieren sich die Zeitabhingigkeiten in den
Entwicklungskoeffizienten nicht so, wie man das vielleicht erwarten wiirde.
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Die beiden Skalarprodukte wg;)(:lzﬁ )-w kann man explizit ausrechnen (vgl.GlI); man erhilt
Y 1 E+4+m)-(5-u
W) (£5) - w = ( _ ) )
2m(E +m) slp] -CF-u

> Ubung: Nachrechnen!

Fiir die beiden Entwicklungskoeffizienten ¢* (') ergibt sich somit

+ /- _d? g2 2mn:E (E+m)
) e T

Das Gauf-Paket (im Impulsraum) ist nennenswert von Null verschieden nur fiir d-|p’ | ~ 1;
fiir ein sehr ausgedehntes Wellenpaket (d > 1/m) bleibt also |p’ | < m , und damit entwickeln
sich auch die Komponenten zu negativen Frequenzen (die fiir ¢ = 0 noch iiberhaupt nicht
zum Wellenpaket beitragen!) im Vergleich zu denen mit positiven Frequenzen nur langsam. Ist
umgekehrt das Wellenpaket sehr eng begrenzt (d < 1/m), so tragen auch sehr grofie Impulse
bei, und die negativen Frequenzanteile werden schnell von der gleichen Gréflienordnung wie
die positiven.

C Poincaré-Kovarianz der Dirac-Gleichung *)

Die Form der Dirac-Gleichung legt zwar nahe, dass diese Gleichung sich bei Poincaré-Trans-
formationen (Lorentz-Transformationen +Translationen in Raum und Zeit) kovariant trans-
formiert; formal nachgewiesen haben wir das noch nicht. Auch physikalisch haben wir bisher
nur festgestellt, dass die Dirac-Gleichung fiir freie Teilchen mit fester Masse m > 0 fiir jedes
der beiden Vorzeichen der Frequenz zwei linear unabhéingige Losungen hat, ndmlich zur He-

lizitdat +1. Der Term (%6’ B ), der bei Ankopplung eines Dirac-Teilchens an ein dufleres

Magnetfeld B in der nichtrelativistischen Pauli-Gleichung auftritt, legt zwar die Interpreta-
tion der Pauli-Matrizen als Operatoren eines “inneren Drehimpulses”, eben des spin, nahe;
nachgewiesen ist auch das bisher nicht.

Diese beiden Aspekte hingen, wie sich herausstellen wird, eng miteinander zusammem.
Wir werden explizit einen Zusammenhang herstellen zwischen den -Matrizen und den er-
zeugenden Operatoren der Dreh- bzw. Lorentz- bzw. Poincaré-Gruppe. Dazu brauchen wir
zunéchst einige Grundlagen der Gruppentheorie (hier nur stichwortartig und ohne mathema-
tische Akribie dargestellt).

C 1 Allgemeines zu Transformationsgruppen
1. Erzeugende

Es sei GG eine Lie-Gruppe, H C G eine einparametrige Untergruppe, d.h. jedes Element h € H
lasst sich umkehrbar eindeutig durch einen (reellen) Parameter festlegen:

h = h(«)

“)Dieses Kapitel kann beim ersten Lesen iiberschlagen werden.



16 C POINCARE-KOVARIANZ DER DIRAC-GLEICHUNG

Man kann die Parametrisierung immer so wéhlen, dass

h(e) h(B) = h(B) h(e) = h(ee + B)
=1 .

Dann nennt man 6

a=0
die “Erzeugende” (den “erzeugenden Operator”, engl. “generator”) der Untergruppe H. Mit
obiger Parametrisierung kann man offenbar schreiben

Die Algebra der Erzeugenden der verschiedenen einparametrigen Untergruppen einer Lie-
Gruppe G (“Lie-Algebra”), d.h. deren Vertauschungsrelationen, erhélt man, indem man die
‘Kommutatoren’ (hl_1 ohy lohyo hg) bis zur 2. Ordnung entwickelt 17,
—1 -1 —ial A7 —ia2A ial A a2 A
h1 hg h1h2=€ ra 16 e 2€Za 1€Za 2
=1 +a'a®(A, Ay — Ay, Ay) + O(a)
=1 4 a'a?[A, Ag] + O(a?)
Auch wenn die Erzeugenden Aj der verschiedenen Untergruppen nicht untereinander ver-

tauschen, lisst sich jedes Element g € G eindeutig '® schreiben als g = Dok aF Ay nur gilt

o1 . k ? k
dann natiirlich nicht etwa e2r @ Ak = [, e Ax |

2. Darstellungen

Sei nun G speziell eine (lineare) Transformationsgruppe der Koordinaten x eines vorgege-
benen Raumes (in der Physik z.B. der Minkowski-Raum); d.h. die Elemente T € G sind
Transformationen dieses Raumes auf sich:

r— 2 =Tz
T

Es sei weiter ein — zunéchst einkomponentiges, also skalares — Feld ®(z) auf diesem Raum
gegeben. Dieses transformiert sich dann unter T so, dass 19

P = d o~ B =d(x)

oder, einfacher geschrieben,
d(x) = (T 'a)

Dies ist die in der Physik allgemein iibliche Notation. Mit ihr wird h(a) = e'“? unitér, wenn A Hermite-
sch ist. Mathematiker definieren stattdessen meist
d
A:=—h
7o)

a=0
7% heisst hier “a mit oberem Index k7, nicht etwa “a hoch k7 !

"unter der Voraussetzung, dass G einfach zusammenhéngend ist.

9Die geometrische Bedeutung von T ist ja: der Wert des transformierten Feldes an der transformierten
Stelle ist gleich dem Wert des urspriinglichen Felds an der urspriinglichen Stelle.
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ist. Durch diese Abbildung ist eine Darstellung der Lie-Gruppe gegeben: man kann ja T
formal als Operator im Hilbertraum der ®(z) schreiben: ® = T o ®.

Vergleicht man nun 2° — fiir infinitesimale T —
d=Tod = [ﬂ +mkAk} o ®

mit der Taylor-Entwicklung bis zur 1. Ordnung von ®(T~'z) an der Stelle x, so liest man
unmittelbar die zugehorige Darstellung der Erzeugenden Operatoren Aj ab. Hieraus kann
man sich dann auch am einfachsten die Vertauschungsrelationen der Aj berechnen.

Ist das Feld nicht einkomponentig, sondern mehrkomponentig: [wk (x)‘ k=1,... ,n], SO
werden im Allgemeinen als Resultat der Anwendung von T Linearkomponenten der ur-
spriinglichen Komponenten von v auftreten:

Vo d ) = SE(T)™ (@)

mit einer von T abhéngigen Matrix S, die natiirlich im Einzelnen von der Definition des
Feldes abhingt. Zur Berechnung der Darstellungsoperatoren der Erzeugenden muss man
entsprechend (T 1z) in

P (x) = 8" (T)H (T a)

entwickeln.

C 2 Die Algebra der Poincaré-Gruppe

Die Poincaré-Gruppe (auch “inhomogene Lorentz-Gruppe” genannt) besteht aus den Abbil-
dungen
2t =AY +

des Minkowski-Raums auf sich, wobei A eine Lorentz-Transformation, also eine Transforma-
tion mit der Eigenschaft

AP AP =AM AP = 6H,
und a” eine konstante (vierdimensionale) Translation ist2!. Das Verkniipfungsgesetz ergibt
sich unmittelbar aus der geometrischen Bedeutung:

(A2,a2) o (A1, a1) = (AaA1, Asay + a2)

Die Gruppe hat offenbar 10 Erzeugende: 4 fiir die Translationen (= Impulse) und 6 fir die
Lorentz-Transformationen, darunter die 3 Erzeugenden der Untergruppe Ogr der rdumlichen
Drehungen (= Drehimpuls); die andern 3 sind offenbar die Erzeugenden der Lorentz-boosts
in den drei rdumlichen Richtungen.

Wir betrachten zuniichst die Translationen: 2’ = Tx := x + a und ihre Wirkung auf ein
Skalarfeld ® () . Die Erzeugenden sollen P, heissen. Es ist also T = /" Pu oder

T® = (1 +ia"P,)® + O(a?)
Andererseits ist

~

d(z) = (T '2) = ®(x — a) = ®(z) — a” - d,®|, + O(a?) ,

20Wir benutzen ab jetzt die Summenkonvention in der iiblichen Weise: aF A, steht fiir >k aF Ay .

21'Wir beschriinken uns immer auf den topologisch zusammenhingenden Teil der Gruppe, d.h. auf reine,
orthochrone Lorentz-Transformationen (L1 : A% > 1,det A = +1). Die in der vollen Lorentz-Gruppe enthal-
tenen diskreten Tranformationen Paritéits- und Zeitumkehr werden also nicht betrachtet.
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woraus folgt

P,=id, |, (11)

wie schon aus der nichtrelativistischen Quantenmechanik bekannt.

Fiir die Lorentz-Gruppe haben wir fiir infinitesimale A
A, =0", + W, + O(wQ) ,

wobei
wh, +w P =
Die Transformationen der Koordinaten z* und eines Skalarfelds ®(z) schreiben sich als
't =gk 4wkt aY + O(w?)
bzw.
P(z) = ®(A'2) = B(x — wr) = B(z) — WHya” - d, D, + O(W?) ;

fiir Letzteres konnen wir wegen der Antisymmetrie der w”, auch schreiben (nebst einmal
Index-ziehen):

O(z) = ®(z) — Jwhy (2¥d" — 2d") D, + O(W?)

Die Erzeugenden sollen M* heissen; wir schreiben — wieder wegen der Antisymmetrie der
WwH, —

T =M T = (14w, M*) 3+ O(w?) . (12)

fiir M# erhalten wir daraus

M* = i(zhd” — 2vd") | | (13)

also die Verallgemeinerung des aus der nichtrelativistischen Quantenmechanik wohlbekannten
Ausdrucks fiir den Bahndrehimpuls.

Man erhélt hieraus durch einfaches Ausrechnen die gesamten Vertauschungsrelationen
der Poincaré-Gruppe (n* ist der metrische Tensor des Minkowski-Raums):

[P*, P =0
M ] = i (5 PY — ) -
[MA MP?] = i (" MM — pPP MY + " MP* — 7 M)

Die Vertauschungsrelationen zwischen M und P besagen einfach, dass P ein Vektoroperator
bzgl. M ist (also ein Vierervektor), die zwischen den M’s, dass M selbst ein (antisymmetri-
scher) Tensoroperator bzgl. M ist.

Wir haben diese Vertauschungsrelationen aus den expliziten Ausdriicken ([Il) und (I3])
fiir Impuls bzw. Drehimpuls abgeleitet, die ihrerseits ihre Begriindung in der geometrischen
Bedeutung der betreffenden Transformationen fiir ein Skalarfeld fanden. Insofern sind die
Vertauschungsrelationen ([4]) Ausdruck der Geometrie der Poincaré-Transformationen; es ist
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deshalb legitim, sie auch fiir den allgemeinen Fall von mehrkomponentigen Feldern als die
Definition der Poincaré-Algebra anzusehen.

In die Schlussfolgerungen der beiden folgenden Abschnitte (Abschn. [C3 [C)) gehen
lediglich die Vertauschungsrelationen ([[dl) ein, nicht aber die expliziten Formen ([II) und
([@3)). Insoweit ist unserer Darstellung eine unmittelbare Verallgemeinerung des zuerst von
Dirac in die Quantenmechanik eingefiihrten Vorgehens bei der Analyse des Drehimpulses in
der nichtrelativistischen Quantenmechanik.

C 3 Die (endlich-dimensionalen) irreduziblen Darstellungen der Lorentz-
Gruppe

MH* ist antisymmetrisch: M* + M"#* = (. Die Lorentz-Gruppe hat also 6 Erzeugende, 3
rein rdumliche, und 3 mit einem zeitlichen und einem rdumlichen Index. Mit

Ji =M . Jo = M3 . Jq =M™
sowie

K, := M . Ky := M* . Ks:= M

lauten die Vertauschungsrelationen

[Jk’ Jm] = iekann
[Kk;a Km] = _iekmn*]n

In der ersten Zeile stehen die bekannten Vertauschungsrelationen des Drehimpulsope-
rators, in der zweiten Zeile die eines Vektoroperators bzgl. J. Die dritte Zeile 22 zeigt, dass
Lorentz-boosts in verschiedene Raumrichtungen keine Untergruppe bilden: das Resultat zwei-
er nacheinander ausgefiihrten boosts in verschiedene Richtungen ist kein reiner boost (vgl.
,» Thomas-Prézession“!).

Die Algebra ldsst sich auf eine — jedenfalls fiir die Konstruktion der Darstellungen — viel
einfachere Form bringen, wenn man noch einmal substituiert:

( )
( )

+1

<
Nl—= D=
TR
AL AL

—1

Dann wird aus den Vertauschungsrelationen ([[3)

[Uka Um] = iekann
[Vk;a Vm] = iekmnvn
[Uka Vm] =0,

22Das Minuszeichen ist charakteristisch fiir die Lorentz-Gruppe; mit einem Pluszeichen wire das die Algebra

der O(4).
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die Algebra ist also die einer SU(2) x SU(2), und man kann deren bekannte Darstellun-
gen (samt der gesamten Drehimpuls-Gymnastik) unmittelbar iibernehmen. Die Casimir-
Operatoren?® sind U? und V?2; man erhilt also (endlich-dimensionale) irreduzible Dar-
stellungen zu allen ganz- oder halbzahligen nicht-negativen Werten der Indizes w,v, mit
U2 = u(u+1) -1, V2 = v(v + 1) -1, mit den Dimensionen d = (2u + 1) - (20 + 1). Die
niedrigsten sind:

(u,v) | d Name

(0,0) Skalar

(0, %) 2 2-komponentiger Spinor
(%’ 0) 9% ”

(0,1) |3 (rdumlicher) Vektor
(1’ 0) 3* ”

3),3) |4 Dirac-Spinor

(07 %) 42

(%’ 0) 42*

Welche physikalische Bedeutung welche Darstellung hat, sieht man erst bei der Betrachtung
der vollen Poincaré-Algebra und der zugehorigen Felder.

Manchmal sind die Casimir-Operatoren auch in der Form niitzlich, wie man sie direkt
aus den MM erhilt (ganz analog wie bei dem antisymmetrischen Feldtensor der Elektrody-

namik!):
M? := 1M, MM = M? = §(J? - K?) = 3(0% + V?)
MM := 1M, M" = le,, ,MPM" = MM = 2J - K = —2i(U? - V?)

C 4 Die Invarianten der Poincaré-Algebra
Wir suchen wieder die Casimir-Operatoren. Offensichtlich ist P? := P, P# ein solcher:
[M™ P?] =0 , [P*,P?] =0 ;
dagegen vertauschen die beiden Invarianten der Lorentz-Algebra nicht mit den Impulsen:
[M?,P?] = £ (MMP, + P,M")
(MM, P,| = iV, P¥ . (16)
Nochmaliges Vertauschen der rechten Seite von () mit P, ergibt, mit der Abkiirzung
W, = iM,,P" | (17)
(W, P”| =i€oP°PT =0 ;

man muss also nur aus W, einen Lorentz-Skalar machen, um zu einer Invariante zu kommen.
Man setzt natiirlich W2 := W, WH und erhiélt so

M* W?| =0 |, [P*,W?] =0

23Ein Casimir-Operator ist ein aus den Erzeugenden gebildeter (im einfachsten Fall quadratischer) Operator,
der mit simtlichen Erzeugenden der Algebra vertauscht; nach dem Schur-schen Lemma ist er daher in einer
irreduziblen Darstellung ein Vielfaches der Einheitsmatrix.
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Hieraus folgt auch gleich
P2 W?] =0 ,
so dass die Eigenwerte von P? und W?2 zur Charakterisierung der irreduziblen Darstellungen

der Poincaré-Algebra dienen konnen. Anders ausgedriickt:

Die Loésungen einer gegeniiber Poincaré-Transformationen kovari-
anten Wellengleichung zu festen Eigenwerten von P? und W? spannen
irreduzible Darstellungen der Poincaré-Algebra auf.

Der Eigenwert von P? ist offensichtlich gerade m?, wobei m die Masse des durch diese
Gleichung beschriebenen Teilchens ist.

Was bedeutet der Eigenwert von W? ? Zur Beantwortung dieser Frage werten wir W2
im Ruhesystem aus 2*:

W, = %EupmMUTPH = %GO/LPJMUT P0|r.s. =m: (O’j)|r-8-

W2 = —m?. j2|1r.s.

Die Eigenwerte von W2 sind also gegeben durch

W2 =-m?.s(s+1) | ; (18)

hierbei ist s die “Drehimpulsquantenzahl” zum Operator J im Ruhesystem des — punktfor-
migen! — Teilchens; das ist der spin.

Mit dieser Aussage haben wir den einen Teil der am Anfang des ganzen Abschnitts
gestellten Frage beantwortet, ndmlich die nach dem Zusammenhang zwischen den ma-
thematischen Eigenschaften der Poincaré-Gruppe und den physikalischen Eigenschaften der
durch eine Poincaré-kovariante Wellengleichung beschriebenen Teilchen: die Eigenwerte der
die Losungen charakterisierenden Invarianten P? und W2 sind im Wesentlichen die Masse
und der spin.

C 5 Das Transformationsverhalten von Dirac-Spinoren

Es bleibt nun noch, den Zusammenhang klarzustellen zwischen der abstrakten Operator-
Algebra der Erzeugenden der Poincaré-Gruppe und dem Transformationsverhalten von Dirac-
Spinoren, konkret also: die Verallgemeinerung von ([Il) bzw. (&) fiir Dirac-Spinoren zu fin-
den.

Fiir die Translationen ergibt sich dabei gegeniiber dem in Abschn. Gesagten nichts
Neues; das Resultat () bleibt deshalb auch fiir mehrkomponentige Felder unveréndert. Wir
koénnen uns im Folgenden daher auf Lorentz-Transformationen beschréanken.

Wie in Absch. Z] dargelegt, transformiert sich ein mehrkomponentiges Feld v (x) unter
Lorentz-Transformationen x — ' = Az gemif

() = M (Ax) = S5y (@)

24Wir setzen jetzt m # 0 voraus. Der Fall masseloser Teilchen, die der Dirac-Gleichung geniigen (Neutri-
nos!?) bedarf einer gesonderten Untersuchung, die hier zu weit fiihren wiirde.
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wobei die Matrix S*,, so zu bestimmen ist, dass die Dirac-Gleichung kovariant 2> bleibt:
(id —m)p(x) =0 = (i’ — m)d(a’) =0

Fiir den Gradienten gilt d* = A*,d"", oder kurz d = Ad' . Setzt man das in die Dirac-

26

Gleichung ein “°, so erhélt man

0 = (ihd — m)ip(x) = (iAd' —m)S™")(a")

woraus folgt

(GSAZ'S™  —m)p(') =0 ;

es muss also gelten

SAdlsfl ; dl
oder
!
SAvS™! =~
bzw.
S s Ay | (19)

Setzt man S =: e =1 + it + O(t?), so wird die Bedingung (@) in 1. Ordnung zu

(L —at)y*(1 +it) =" +w"y”

Man rechnet leicht nach, dass 27
t=—lwmo® mit o™= (3 — ")

die Bedingung erfiillt; da die v-Matrizen aber — bis auf Ahnlichkeitstransformationen — ein-
deutig sind, ist auch t entsprechend festgelegt.

Wir haben also
S=1-tw,o" + O(w?)

bzw.

R

2Eine etwas veraltete, aber anschauliche Bezeichnung dafiir ist “forminvariant”.

26Die y-Matrizen sind bis auf eine Ahnlichkeitstransormation eindeutig. Es ist daher keine Einschrinkung,
wenn wir festlegen, dass die y-Matrizen in allen Lorentz-Systemen die gleichen sein sollen; wir benutzen ja
nur ihre algebraischen Eigenschaften, nicht eine explizite Form.

Zur Abkiirzung lassen wir ab jetzt auch die Indizes der Matrix S¥,, weg und schreiben einfach S. S ist eine
4 x 4-Matrix wie die y-Matrizen; ja, wir werden gleich finden, dass S eine Linearkombination von ihnen ist.

2TMan beachte genau die Notation: o ist ein antisymmetrischer Tensor im Minkowski-Raum, hat also 6
unabhéngige Elemente o#”. Jedes dieser Elemente ist seinerseits eine Linearkombination von Dirac-Matrizen,
ist also eine 4-Matrix! Diese wirkt aber micht im Minkowski-Raum, sondern im Raum der Spinoren.
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C 6 Der spin des Dirac-Felds

In Abschn. hatten wir gesehen (vgl. GIIZ), wie die Elemente der Lorentz-Gruppe dar-
gestellt werden kénnen in der Form

" - p=Tot= e%vaM““ o) = (1+ tw,, MM + O(w?)) otp ; (20)

auf der andern Seite haben wir im letzten Abschnitt gefunden, dass (') = p(Az) = Sy(x)

ist, also ¥(x) = SY(A~'z) , mit S = e~ 1" (1—tw,0" + Ow?)). Um diese beiden
Ausdriicke vergleichen zu koénnen, entwickeln wir 1»(A~'z) wieder in eine Taylorreihe:

V(AT ) =9t — Wt + O(W?) = P(at) — wHadyl, + O(w?)
= (@) — wua’dY|, + OW?) |
was wir wegen der Antisymmetrie von w auch schreiben kénnen als
P(Alz) = (1 + %ww(m“d” —z"d") + O(w2)) Y(x)
Wir finden so
P(x) = SY(A'z) = (1 — Lwuot™ + O(w?)) (1 + dwp(ad” — 27d") + O(W?)) Y(x)
= 1p(x) — twu [i(a*d” — 2¥d") + Lo ] ¢(z) + O(w?)

Der Koeffizientenvergleich mit (20) zeigt, dass in der spinor-Darstellung (die von den Losun-
gen der Dirac-Gleichung aufgespannt werden) die Erzeugenden der Lorentz-Gruppe die Form

MM =ig(atd” — x¥d") + %0’“’

haben. Physikalisch ausgedriickt heisst das:

In der — durch die L6sungen der Dirac-Gleichung aufgespannten —
irreduziblen Darstellung der Lorentz-Gruppe erhilt der Drehimpuls-
operator einen zuséitzlichen, Koordinaten-unabhdngigen Term.

Das ist die Antwort auf den zweiten Teil der eingangs gestellten Frage, nidmlich der nach
“Ursache und Herkunft” des spin.

Und was ist schlussendlich der Eigenwert des spin fiir ein Dirac-Feld? Dazu muss man
W, berechnen. Setzt man den jetzt erhaltenen Ausdruck fiir M# in () ein, so erhélt man

W, = IM,,P* = Le, .. MOTPH = Lc o [i(27d™ — 27d%) + 10°7] id"
= %EupoTUUTPM ;
der Bahndrehimpuls ist aus W, (wegen der Antisymmetrie der €,,,,- !) herausgefallen.
P ) g Yy Lp g

Im Ruhesystem erhélt man wieder einfach

1 orp0 _ M or _ M 23 31 _12
W, o = 1€upor07 " P° = —e€gpor0 :E(O,O' ,0°, 0 )

=3 1
~>
2 m? 2312 3112 1212 m? 2 1/1

und der Vergleich mit () zeigt:

Der spin des Dirac-Felds ist s = %
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