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Zeit- und Orts-Translationen in der
nichtrelativistischen Quantenmechanik

Vorwort

Der Sinn dieses Skripts liegt nicht darin, Leser und Leserin die Schrodingergleichung usw. noch
einmal plausibel zu machen — es wird angenommen, dass das alles schon gut bekannt ist.

Es geht vielmehr darum, klarzumachen, wie fundamental die Annahmen sind, die in diese
Uberlegungen eingehen, um verstindlich zu machen, an welchen Stellen die (klassische Speziel-
le) Relativitdtstheorie Abweichungen von der nichtrelativistischen Quantenmechanik tiberhaupt
zulésst bzw. erfordert.

1 Zeit-Entwicklung

Ein gegebenes (abgeschlossenes) physikalisches System sei zur Zeit ¢ = ¢y beschrieben durch den
Zustandsvektor |(tg)) . Wie entwickelt sich dieser Zustandvektor mit der Zeit?

1.1 Zeitentwicklungsoperator

Wir fithren zunéchst einen “Zeitentwicklungsoperator” U(ty,tg) ein durch

[Y(t1)) =: Ult, to) [¥(to))

dessen mathematische Eigenschaften wir nun aus seiner physikalischen Funktion heraus néher
bestimmen wollen.

0. Zunéchst folgt aus der Erhaltung der Wahrscheinlichkeit,
!
(W)l (t1)) = (@ (to)l¥ (o))

dass ﬂ(tl,to) isometrisch 1 ist

Wt)p(t)) = (O(tr,to) ¢ (t0)|ﬂ(t17to) ¥(to))
(¥(to) | U (t1,t0) Ultr, t0) 1 (to))
(¥ (to)]b(to)

Ut (t1,t0) Ulty, to) =1

1. Die Zeitentwicklung ist kontinuierlich, d.h. die Entwicklung von t¢ nach ¢y fithrt iiber die
Zwischenzeit t1. Es folgt A A R
U(ta, to) = Ul(ta, t1) U(ts, o)

IWenn nicht nur UTU = 1 , sondern auch UUT = 1 gilt, wird U unitir genannt. Einen Operator, fiir den
nur UTU = 1 gilt, nennen die Mathematiker isometrisch. Diese feine Unterscheidung in der mathematischen
Begriffsbildung ist fiir die Physik (auBer im Rahmen der Streutheorie) aber eher nebensichlich.
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2. Fir t; = to bleibt der Zustand unveréndert: |[1(t)), = [¥(¢))+, - Es folgt

U(to,to) =1

3. Eine Zeitverschiebung von ¢y nach ¢; und danach wieder zuriick von ¢; nach ¢, ist das selbe
wie gar keine Verschiebung, es gilt also

Ulto, t1) U(ty,to) = Ulto, to) =1

woraus unmittelbar folgt R R
U(to, t1) = U (t1, to)

4. Es gibt keinen absoluten Zeit- Nullpunkt, sondern nur Zeit-Intervalle. Das bedeutet:

U(t1,t0) kann nur von der Zeit- Differenz (t1 — to) abhéngen.

setzen

U(tl — t()) = ﬂ(tl,t())

und erhalten so

(0) Ut®)u@) =1 (Isometrie)

(1) U(ts) U(t1) = U(ty + t2) (Gruppengesetz)
(2) U0) =1 (Einheitselement)
(3) U (t) = U(-t) (Inverses Element)

Auflerdem gilt fiir die Transformationen U — wie fiir jedes Operatorprodukt —
4) U(ts) [U(t2) U(t1)] = [U(t3) U(ta) ] U(t1) (Assoziativgesetz)

Die Zeitentwicklungsoperatoren U(t) bilden also eine Gruppe die offenbar isomorph ist zur
Gruppe der Addition der reellen Zahlen, welche wiederum isomorph ist zur Gruppe der Transla-
tionen langs einer reellen Achse.

Sind die U(t) auch unitdr? Bisher hatten wir nur die Isometrie UTU = 1 gezeigt, nicht aber
auch das umgekehrte UUT =1 . Das aber ist aufgrund der Gruppenstruktur der Fall:

1 = U(0)

Ut)U(-t) =U(t) [UT () UH) ] U(-1)
(U U ()] [U(1)U(-t)]

[U) U ()] UHU (1)

|

||

U(t) U+(t) q.e.d.

[Um deutlich zu machen, wie hier alle vier Gruppeneigenschaften in den Beweis eingehen, ist bei
jeder Gleichsetzung angegeben, aufgrund welcher Gruppeneigenschaft sie erfolgt. |

Wir haben also gefunden:

Die Operatoren U(¢) bilden eine (treue) unitire Darstellung der Zeit-Translationen.




1.2 Schrodinger-Gleichung

Wie kann man U(¢) naher bestimmen? Dazu leiten wir eine Differentialgleichung her, der U(t)
geniigen muss.

Es ist [Beachte das Gruppengesetz!]
dU . U+ At) —U(@) U(At) - U(t) — U(¥)

— =1 = i = lim —~2—— .
dt A?BO At A?BO At A%I—I»lo At

Entwicklung von U(At) in eine Taylor-Reihe ergibt

U(At) = U(0) —if2- At + O(At?)
=  1-iQ At+0(A)

mit einem noch zu bestimmenden Operator €2 .

Damit U unitér bleibt, muss der Entwicklungskoeffizient 1.0rdnung, 2, Hermite-sch ? sein.
Wir haben so als dynamische Bewegungsgleichung des Systems die Gleichung gefunden

dU

@& _ia.U
a

gefunden, mit der — zunéchst formalen — Losung
U(t) = U(tg) - e 2tt0)

Man beachte, dass aufgrund der ganzen Konstruktion © (als Entwicklungskoeffizient der Taylor-
reihe) zeitunabhdngig ist.

D> Ubung: In welcher physikalischen Grundannahme/an welcher Stelle der beweisfithrung ist diese
Zeitunabhéngigkeit versteckt?

Der Zeitentwicklungs-Operator € hat die Dimension einer Frequenz. Um seine physikalische
Bedeutung zu klédren, berechnen wir die Zeitabhéngigkeit des Erwartungswerts einer beliebigen
Observablen A in einem vorgegebenen Zustand [1(t))

T WIAI0) = 5 (W)U~ 1)AUE 1) 0(t0))
+
v St ) AU(t — to) ¢(t0)>

0A
P(to) [UT (t—to)EU t—to)

<
+ <w(t0) Ut (t—ty)A ———H dU(

= +i{Y(to) [UT(t —to)QAU(t — to)| ¥(to))
N dA
(o) [0 0~ t0) S Ut~ o) wito) )

—i (P(to) |UT(t — to) AQU(t — to) | ¥(to))

2 Genau um das zu erreichen, ist in der Definition von € — d.h. in der Taylorentwicklung von U(At) — der Faktor
7 herausgezogen.

Das Vorzeichen des Faktors ist im Prinzip willkiirlich: wie die klassische Mechanik ist auch die Quantenmechanik
symmetrisch gegentiber der Vertauschung von Vergangenheit und Zukunft. Die hier gewahlte Vorzeichenkonvention
ist die in der Quantenmechanik universell tibliche. Vgl. hierzu auch die Bemerkung am Schluss von Abschn. 2.2.

3Beachte in der Rechnung Q1 = Q und QU = UQ (aber nicht notwendig AU = UA ).
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also schlieflich
d(A) I(A)¢

dt ot

Dies erinnert stark 4 an die Hamilton-sche Bewegungsgleichung

0A
ot
der klassischen Mechanik in der Poisson-Klammer-Formulierung. Es war Heisenberg, der daraus

die Konsequenz gezogen hat, den Zeitentwicklungs-Operators €2 — bis auf einen Mafisystem-Faktor
— mit dem Operator der Gesamtenergie des Systems, dem Hamilton-Operator, zu identifizieren.

=—i ([ [AQ]] ), +

A={AH}+

4Die Analogie wird noch deutlicher, wenn man sich die algebraische Isomorphie von Poisson-Klammern und
Vertauschungsklammern vor Augen fithrt (Ubungsaufgabe!).



Der Maflsystem-Faktor ergibt sich unmittelbar aus der Einstein-schen Relation
EF=hw ;

man hat also
H=%"-Q

Damit haben wir schliefSlich als dynamische Bewegungsgleichung des Systems die Schrédinger-Glei-

chung ° _
Ly = -1 1.0
dt - h

bzw.

d i
o) = =5 H[b ()

mit der Losung

(1)) = U(t — to) [h(to)) = e~ #HE0) 4 (1))

2 Orts-Translationen

Wir betrachten jetzt einen Zustand [¢(t)(s)); dabei steht der Index (r5) dafiir, dass es sich um
einen quantenmechanischen Zustand handelt, der — in irgendeiner Weise — durch die Ortskoordinate
7o charakterisiert ist (Genaueres hierzu s. Abschn. 2.1).

Wie kann man dann denjenigen (eindeutig definierten!) Zustand [t (t))) beschreiben, der
gegeniiber ¢ (t)()) um die Strecke (7" — ) verschoben ist, in allen anderen Eigenschaften aber
mit ihm tbereinstimmt? Zur Beantwortung dieser Frage kann man weitgehend analog zu dem
Verfahren vorgehen, das wir im vorigen Abschnitt bei der Analyse der Zeitentwicklung angewendet
haben.

Zunichst muss wegen der Wahrscheinlichkeitserhaltung wie oben der Zusammenhang zwischen
beiden Zustandsvektoren durch einen wunitdren Operator vermittelt sein. Weiter bilden offenbar
auch die Ortstranslationen eine Gruppe: in 1 Dimension ist das wieder gerade die Gruppe der
reellen Zahlen bzgl. der Addition, in 3 Dimensionen einfach die Additionsgruppe der (reellen)
Dreiervektoren. Wir kénnen also ansetzen ©

(E) ) = e BT () )

hierbei ist K ein noch néher zu bestimmender Hermite-scher Vektoroperator; K hat offenbar
die Dimension eines Wellenvektors. Um seine physikalische Bedeutung zu kliren 7, miissen wir
allerdings noch etwas weiter ausholen.

5Schrédinger selbst ist auf einem zunéchst ginzlich anderen Weg auf diese nach ihm benannte Gleichung gestofen.

6 Wegen des auch hier zunéchst willkiirlichen Vorzeichens im Exponenten vgl. die Bemerkung am Schluss von
Abschn. 2.2.

"Natiirlich rét man aus der Analogie mit der klassischen Mechanik schon an dieser Stelle, worauf das hinauslauft:
K wird (bis auf die MaBsystemkonstante k) der Impulsoperator.



2.1 Ortsdarstellung

Die physikalische Anschauung legt nahe, zur Beschreibung eines physikalischen Systems, das sich
an einem bestimmten Ort befinden kann (z.B. ein Massenpunkt oder ein Teilchen), so etwas wie eine
“Ortsvariable” zu benutzen 2. Entsprechend den allgemeinen Grundsitzen der Quantenmechanik
werden wir also als “Observable” einen Hermite-schen Operator Q einfiihren, dessen Eigenwerte
dann die moglichen Messwerte fiir das Ergebnis einer Ortsmessung sein miissen:

Qlz) =z -|z)

Sind die Eigenwerte x und a’ verschieden (also 2’ # x), so sind die zugehorigen Eigenvektoren
orthogonal:
(2'|z) = 0aar

Das ist alles nichts Neues (wobei allerdings dem Kronecker-Symbol 4, , fiir reelle Indices erst noch
eine geeignete mathematische Bedeutung © gegeben werden miisste).

Da es physikalisch keinen Grund gibt, (zumindest fiir ein freies Teilchen) nicht jeden moglichen
Ort auch als moglichen Messwert anzusehen, miissen wir von Q fordern, dass sein Eigenwert-
spektrum die gesamte reelle Achse umfasst. Das bedeutet, dass die Vollstiandigkeitsrelation der
Eigenvektoren von Q gegeniiber der iiblichen Formulierung etwas modifiziert werden muss: in der
fiir diskrete Eigenwerte giiltigen Formel

Y In)nl=1
alle n
ist der diskrete Index n durch x, die Summe offenbar durch ein Integral zu ersetzen:

/m do [2)(z] = 1

— 00

Physikalisch mag diese Konstruktion ganz einleuchtend sein; bei einer sorgfaltigen mathema-
tischen Formulierung ergeben sich jedoch einige grundsitzliche Schwierigkeiten: z.B. kann man
zeigen, dass es solche Eigenvektoren im strengen Sinne tiberhaupt nicht geben kann.

Exkurs: die Dirac-sche §-Funktion

Dirac hat alle diese Schwierigkeiten mit der Schaffung eines einzigen neuen mathematischen Begriffs
iiberwunden, der sogenannten “Dirac-schen é-Funktion” §(x) . Dies ist eine genial einfache, im
Grunde anschauliche Verallgemeinerung des Kronecker-Symbols d;; auf ‘kontinuierliche Indices’.
Dazu betrachten wir dessen beide wichtigsten Eigenschaften:

(a) 0 =0 fir i £ k
(b) Dane e f(R) b = f(i)
[ Stattdessen konnte man auch

(a) 5(1'719) =0 fiir 4 75 k
(b) Dae x S (k) O(i—k) = f(i)

schreiben,was auf dasselbe hinauslduft. ]

Diese beiden Gleichungen verallgemeinert Dirac nun in einer genial-burschikosen Weise auf eine
kontinuierliche Variable, in dem er eine neue “Funktion” §(x) postuliert mit den Eigenschaften

(i) §(z) =0 firz £0
(ii) [T dx f(x) - 6(a — w0) := f(xo)

8Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst nur 1 raumliche Dimension. Die Verallgemeinerung auf 3 raum-
liche Dimensionen macht keine zuséatzlichen Schwierigkeiten.

9Wem die §-Funktionen (mathematisch genauer: §-Distributionen) geniigend geldufig sind — das sind hoffentlich
alle! — kann diesen Abschnitt getrost iibergehen.




Mit gewodhnlichen Funktionen geht sowas natiirlich nicht, denn das Integral einer Funktion, die
nur fiir ein einziges = von Null verschieden ist, verschwindet immer (selbst wenn man 6(0) noch
so sehr — oo gehen lésst). Aber als limes einer extrem scharf gebiindelten (aber dennoch immer
auf 1 normierten) Funktion — z.B. einer GauB3-Verteilung mit verschwindender Streuung — ist das
eine fiir Physiker sehr anschaulich vorstellbare und vor allem rechnerisch héchst brauchbare ‘Nicht-
Funktion’ 0.

Die Eigenschaften der §-Funktion ergeben ziemlich unmittelbar aus deren Definition. Einige fiir
das praktische Rechnen mit §-Funktionen besonders wichtige sind (ohne Beweis) in der folgenden
Tabelle aufgefiihrt:

é(—z) = 4(z)
Slex) = %5(@
xd(z) = 0
f@)d(z —z0) = f(z0)d(x — 0)
5(a? — ) = ﬁ{5(x+c)+5(x70)}
1 [t
ox) = o N dk e’

Man kann — nach einiger Eingewéhnung — mit der Dirac-schen §-Funktion (fast) genauso gut
rechnen wie mit einer gewohnlichen Funktion; man muss sich lediglich vorstellen, man hétte (z.B.)
eine Gauf}-Funktion mit sehr kleiner, aber immer noch endlicher Streuung.

Aus dieser Bemerkung folgt auch die einzige wirkliche Vorsichtmafiregel, die man zu beachten
hat:

Formeln, die §-Funktionen enthalten, sind immer nur als Zwischenergebnisse an-
zusehen; damit Endergebnisse einen wohldefinierten Sinn haben, muss tber alle §-
Funktionen integriert worden sein.

Mit der Dirac-schen §-Funktion kénnen wir nun die Ortseigenzustdnde in konsistenter Weise
quasi normieren: “auf die 6-Funktion normieren”, wie man sagt, und erhalten so die folgenden
Formeln fiir die Eigenzusténde des Ortsoperators:

(2'|z) = (2 —x) (Orthogonalitét)
/ de |x){z|] = 1 (Vollstandigkeit)
Q = /da: x - |z) (x| (Spektraldarstellung von Q)
Das ist alles ganz analog zum Fall eines diskreten Spektrums, fiir den wir hatten
(n'|n) = Sun (Orthogonalitét)
Z [ny(n| = 1 (Vollstandigkeit)
n
A = Z ap, - n){n| (Spektraldarstellung von Q)

Ahnliches gilt fiir andere Observable mit kontinuierlichem Spektrum .

10Nachdem Physiker diese Dirac-sche “s-Funktion” bereits jahrelang — obwohl es sie mathematisch eigentlich
garnicht geben konnte! — mit groflem Erfolg benutzt hatten, haben Mathematiker auch den zugrundeliegenden
mathematischen Sachverhalt durch Schaffung eines neuen Begriffs samt zugehériger Theorie aufgeklart: es handelt
sich um eine (Schwarz-sche) Distribution; solche Objekte sind Gegenstand der Distributionstheorie.

Die Details dieser Theorie sind aber fiir Physiker nicht sonderlich von Interesse.

11Es kommen auch Fille vor, in den das Spektrum eines Operators sowohl diskrete als auch kontinuierliche Teile
hat (z.B. Atome, bei denen die gebundenen Zustinde ein diskretes, die Ionisationszustidnde ein kontinuierliches
Spektrum haben). Um in solchen Féllen die Notation nicht unnétig zu komplizieren, schreiben manche Autoren fir

Summe bzw. Integral einfach i — man suche sich aus, was im konkreten Fall gerade richtig ist!



Wir sind nur endlich in der Lage, die folgende praktisch wichtige Frage zu beantworten: Ein be-
stimmtes quantenmechanisches System sei im Zustand | (t)) vorgegeben. Was ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, das System am Ort x vorzufinden? Genauer: da die Ortskoordinate kontiniuierlich
ist, miissen wir nach der Wahrscheinlichkeitsdichte fragen, oder: was ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, das System an einem Ort zwischen = und x + dx vorzufinden?

Die Antwort ist, nach den allgemeinen Regeln der Quantenmechanik:

p(a)dz = |(z[p(t))]”

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude (genau: Wahrscheinlichkeitsamplitudendichte) (x| (t)) ist fir
jedes x eine bestimmte komplexe Zahl, insgesamt also eine komplexwertige Funktion. Sie wird oft
in der gewohnlichen Form fiir Funktionen

() () = (x| (1)

geschrieben und heisst dann “Zustandsfunktion in der Ortsdarstellung” oder einfach “Wellenfunk-
tion”, ihr Absolutquadrat wird oft — sehr anschaulich — “Aufenthaltswahrscheinlichkeit” genannt.

Man sieht jetzt auch, auf was in diesem Fall die oben angemerkte Vorsichtsmafiregel hinaus-
lauft. Fiir die Wahrscheinlichkeitsinterpretation muss der Zustand |¢(¢)) ja auf 1 normiert sein:
(W(@®)|(t)) = 1. Mit der Vollstandigkeit des Systems der Ortseigenzustinde (“Einschieben der

Eins”) erhalten wir
/ dx(p(t)|z) (x|(t) / dx |1 (t) ,

das Integral des Absolutquadrats von (t)(z) muss also wegen der Normierbarkeit jedenfalls < co
sein — man sagt: ©¥(t) * ) muss “quadratintegrabel” sein. Das bedeutet: 1(¢)(x) muss auf jeden
Fall im Unendlichen verschwinden — es gibt physikalisch keine unendlich ausgedehnten Objekte!

2.2 Translationsoperator

Wir kommen jetzt zuriick auf die am Anfang von Abschn. 2 gestellte Frage nach der physikalischen

Bedeutung des Orts-Translationsoperators K .

Wie sieht K in der Ortsdarstellung aus? Wir betrachten dazu wie oben einen Zustand [U(t) o))
12 Zunichst macht man sich klar, dass

(Fl(t) m-a)) = ((F+ @)|P() 7)) = V()5 (F+ @)

ist, denn eine ‘aktive’ Verschiebung des Zustands um die Strecke —a (linke Seite der Gleichung) ist
physikalisch vollig &quivalent zur ‘passiven’ Verschiebung des Koordinatenursprungs um +a (rechte
Seite). Man findet also generell

)7+ @) = (Fle” ™D (1) = (7FleT o (t))
Entwickeln wir nun diese Gleichung auf beiden Seiten bis zur 1.Ordnung in @ . Links ergibt sich

3

YO +T) = HOF) + Y anzo (1)) + O(a?)

[ o)

3
= POF)+i Y am (7 [Kn| (1) + O(a?)

m=1

rechts finden wir

3
Jl+iz K, - am + O(a?)

m=1

<
—~
~
~—
~_
I

12Was man sich darunter vorzustellen hat, sollte jetzt klar sein — gemeint ist eine (normierbare) Uberlagerung
von Orts-Eigenfunktionen, die um den Ort 7y (beliebig scharf!) gebiindelt sind. Die zugehorige Wellenfunktion
Y(t) () (T7) = (7'¥(t) (1)) konnte z.B. eine um den Punkt 7) konzentrierte Gauf-Funktion sein.



Aus dem Vergleich der Terme 1. Ordnung liest man ab:

(FIK[w(t)) = —i V(t)(F)

Wir haben so den (selbstadjungierten) Orts-Translationsoperator K in der Ortsdarstellung kon-
struiert.

Um seine physikalische Bedeutung zu beleuchten, betrachten wir seine Figenwertgleichung:
Kk =Fk-|k)
oder, wieder in der Ortsdarstellung,
—i V() (7) = k- () (7)

Die Losungen (Eigenfunktionen) sind einfach ebene Wellen:

(Flk) = ¥(t)

ol
—
!
SN~—

I
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wobei wir gleich “auf die /-Funktion” normiert haben '3.

Die zeitliche Entwicklung eines solchen Eigenzustands ist nach Abschn. 1 gegeben durch

P D S St
PY(t)z (7)) = e—tﬂtil otk - o~ FHE ik-F
’ 2n)? G

Vergleicht man das z.B. mit den freien Losungen der Vakuum-Maxwellgleichungen e‘i(Wt_E'F), S0
erkennt man die Analogie:

Translationsoperator physikalische Grofie | Observable
Zeit Q Frequenz
Energie H:=h-Q
Raum K Wellenvektor
Impuls P:=hK

Wir haben also mit der Betrachtung der Orts-Translationen den Impulsoperator in der Orts-
darstellung gefunden 4:

FIBlY(1) = & ¥ p()(F)

13 Diese Eigenfunktionen sind natiirlich, ebenso wie die in Abschn. 2.1 ausfithrlich diskutierten Orts-
Eigenzustinde, Idealisierungen. Physikalisch miisste man normierbare Uberlagerungen von ebenen Wellen betrach-
ten, die um einen mittleren Wellenvektor (beliebig scharf!) gebiindelt sind — véllig analog zu den in der vorigen
FuBnote beschriebenen Uberlagerungen von Ortseigenfunktionen.

Solche nornierten Uberlagerungen nennt man oft auch “Wellenpakete”.

MDer Ortsoperator in der Ortsdarstellung ist — wovon man sich sofort iiberzeugt — natiirlich einfach die Multipli-
kation der Wellenfunktion mit der Ortskoordinate:

(FIQIe(t) = F- (t)(7)



Fiir ein freies Teilchen haben wir klassisch und nichtrelativistisch den Zusammenhang zwischen
Energie und Impuls (“Dispersionsrelation”)

=2
g

und entsprechend quantenmechanisch (‘Quantisierung’)

man findet also, dass (fiir ein freies Teilchen) die Impuls-Eigenfunktionen automatisch auch Ei-
genfunktionen der FEnergie sind:
1 =2

L (4e?) — —£(Bt—p-7) ; N
Y(t)p (t;7) = (27r)3e R mit F o

Die Analogie zu den freien Losungen der Vakuum-Maxwellgleichungen ist noch aus einem an-
deren Grunde bemerkenswert. In der Quantenmechanik (wie schon in der klassischen Mechanik!)
ist niimlich die Zeit (t) ein reiner Parameter der dynamischen Entwicklung des Systems !5; der
Ort () dagegen ist eine messbare Grofe: eine Observable. Quantenmechanisch wird also der Ort
durch einen Operator dargestellt, wahrend die Zeit ein reiner Parameter bleibt — es gibt kei-
nen ‘Zeit-Operator’ (und schon gar keinen zugehorigen Zeit-Eigenwert, das hat schon begrifflich
iiberhaupt keinen Sinn).

Der erkenntnistheoretisch fundamentale Unterschied zwischen Zeit und Raum, der sich hier
ganz direkt manifestiert, wird nun allerdings in der Relativitatstheorie aufgehoben: Zeit und Raum
erscheinen als im Prinzip gleichwertige Koordinaten in ein und demselben physikalischen vierdi-
mensionalen Raum, der Minkowski-schen ‘Raum-Zeit’. Schon aus diesem Grunde machte, historisch
gesehen, die Entwicklung einer relativistischen Quantenmechanik ganz erhebliche Schwierigkeiten,
die erst mit der Quantenelektrodynamik (u.a. durch Feynman) bewiéltigt wurden.

In diesem Zusammenhang ist auch die Wahl der an sich willkiirlichen Vorzeichen (vgl. die ent-
sprechenden FuBnoten auf den S. 3 und 5) in der Definition der beiden Translationsoperatoren e~ ¥
und e~ %7 zu sehen: unsere Wahl sorgt fiir Konsistenz in der Beschreibung elektrodynamischer
und quantenmechanischer Wellen.

3 Schlussbemerkungen

Das Verfahren, das wir in diesem Skript fiir die Beschreibung von Zeit- und Orts-Translationen
angewendet haben, ist ganz offensichtlich verallgemeinerbar und erinnert stark an die Beschreibung
(infinitesimaler) kanonischer Transformationen in der klassischen (Hamilton-schen) Mechanik. Dort
beschreibt man solche Transformationen in der allgemeinen Form

i o ..
% — G :=qk+5A-a—G<q,p)+0(6A2)
Pk

P ﬁk =P — oM\ - %@p)o(é)\g) :

die Funktion G(¢,p) wird die Erzeugende der betreffenden kanonischen Transformation genannt.
Beispiele sind 16 :

o die Impulse py erzeugen Translationen der Koordinaten qi [setze A = dqy ] :

G = qr + 0qr + O(0qr”)

15Es gibt keine originiren Zeitmessungen! Alle sogenannten ‘Zeitmessungen’ sind eigentlich Frequenz-Messungen,
und das heifit: Uhrenvergleiche; Uhren aber sind physikalische Systeme, die (relativ zueinander) regelmdige Bewe-
gungsabldufe haben.

16Man rechne das explizit nach!
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e die Koordinaten qi erzeugen “Translationen” der Impulse py, [setze S\ = —0py | :
Pk = i + p + O(0pi?)
und — in unserem Zusammenhang besonders bedeutsam —
e die Hamilton-Funktion H erzeugt die Dynamik selbst [setze d\ = dt] :

G = qr+0t- g+ OO0t
P = pr+0t-pp+ Ot?)

Die Erzeugende haben also meist eine unmittelbar physikalische Bedeutung!

Man sieht nun die Analogie: in der Quantenmechanik haben wir statt kanonischer Transforma-
tionen unitire Transformationen des Hilbertraums; sie kdnnen geschrieben werden in der Form

—iAX
U=e ,

wobei die ‘Erzeugende’ X ein (selbstadjungierter) Operator ist, dem meist eine unmittelbar physi-
kalische Bedeutung zukommt.
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